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Resumen

En este articulo se aborda el problema del coleccionista, el cual consiste en coleccionar cierta cantidad de objetos, los
cuales son comprados al azar en paquetes con una cantidad fija de tales objetos, todos distintos entre si.

El objetivo es encontrar una funcion que estime la cantidad de objetos que se han coleccionado cuando se ha realiza-
do una determinada cantidad de compras de tales paquetes; con esta funcion se puede plantear una ecuacion para esti-
mar la cantidad de compras que se deben realizar para lograr la coleccion completa.
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Abstract

This article addresses the collector’s problem, which involves collecting a certain number of items purchased rando-
mly. The case in question arises when one desires to collect a specific number of items that are purchased randomly in
packages containing a fixed quantity of such items, all distinct from each other. The objective is to find a function that
estimates the number of items collected after a certain number of purchases of such packages. With this function, one
can formulate an equation to estimate the number of purchases needed to achieve a complete collection.
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Introduccion

La modelacién matematica es una habilidad muy valo-
rada en la formacion de las carreras de ingenieria y cien-
cias exactas. La habilidad de modelar se desarrolla en
diferentes disciplinas, principalmente en la fisica, la qui-
mica, la biologia, etcétera, donde generalmente las varia-
bles son continuas y una de las herramientas mas usadas
para modelar en estos contextos es el calculo y las ecua-
ciones diferenciales.

En este articulo se presenta un problema en el cual la
variable independiente es discreta.

Planteamiento del problema

Una aficién comun entre nifios y adolescentes es co-
leccionar estampas de algiin tema especial, estampas que
son adquiridas en sobres cerrados, por lo que el coleccio-
nista no sabe de antemano las estampas que va a obte-
ner. En caso de que el coleccionista deba reunir estampas
distintas, dos problemas se pueden plantear:

1. Si adquiri6 k sobres, ;se puede estimar la canti-
dad de estampas distintas que ha coleccionado?

2. ;Cual es el nimero esperado de sobres que debe
comprar un coleccionista para tener al menos un
ejemplar de cada estampa?

El cuestionamiento 2 se puede considerar resuelto en
el caso de que cada sobre s6lo tenga una estampa y la so-
lucion del mismo se puede encontrar en Aigner y Ziegler
(2010), en el capitulo 28, sin embargo, en este libro no
aparece una respuesta para la pregunta 1.

1.1. Condiciones para la modelacion
Para la modelacion del problema 1 del coleccionista
asumiremos las siguientes condiciones:

1. El nimero total de estampas por coleccionar es
M >1.

2. Las estampas se venden en sobres con h < M es-
tampas cada uno.

3. En un mismo sobre todas las estampas son dis-
tintas entre si.

4. No hay estampas dificiles, es decir, todas las es-
tampas tienen la misma probabilidad de salir.

Denotaremos con f (k) a la cantidad estimada de es-
tampas coleccionadas cuando se han realizado k com-
pras, entonces

fle+1) = f(k) + P(k),

donde P(k) = 0 es la cantidad estimada (esperada) de
estampas nuevas, es decir, que son distintas a las que ya
se tienen.

Al tener f(k) ejemplares distintos ya coleccionados
y al elegir una estampa al azar, se tiene que

M—f(k)
M

es la probabilidad de que la estampa sea distinta a los
ejemplares ya coleccionados.

Como las estampas que vienen en un sobre corres-
ponden a ejemplares distintos, podemos suponer que

M- f(k)
P(k) = hT'

De lo anterior se establece la siguiente relacion de
recurrencia:

f)=h
flk+1) = f(k) + hM_Tf(k).

Algunas caracteristicas cualitativas de esta funcion
son las siguientes:

e escreciente;

» esta acotada, siendo M una cota superior;

. I!l_r)rgo fk) =M.

1.2. Obtencion de la funcion modelo
De acuerdo con la seccion anterior podemos conside-
rar la siguiente ecuacion de diferencias:

df _ _ M=f()
= fk+ 1) = f(k) = h— .
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Con la condicion inicial f(1) = h.
La funcién

fky=M— (M — h)e‘l\%(k_l)

es la solucion de la ecuacion en diferencias que satisface
la condicion inicial establecida.

Con base en la expresion anterior, la cantidad espe-
rada de sobres que se deben adquirir para reunir M — 1
ejemplares distintos es

MIn(M -k
_Mn(M—h)

k h

1.

Cuando h = 1se obtiene una cantidad esperada cer-
cana a la que se encuentra en Aigner y Ziegler (2005).

1.3. Comparacion de Modelos

EnRodriguez (2023), mediante un ajuste de curvas se

h
obtienelafuncion f(k) = M (1 - eﬁk),para h = 5,lacual

estima la cantidad de estampas coleccionadas; asimismo,

en este articulo hemos obtenido otra funcién que mode-

la el mismo problema.

En la tabla que se muestra a continuacion se presen-

ta la cantidad de sobres que se tienen que adquirir para

coleccionar M — 1 estampas y la cantidad de estampas

acumuladas, esta cantidad incluye las estampas que han

salido mas de una vez.

Las siguientes tablas muestran la cantidad estimada

de estampas acumuladas cuando se intenta coleccionar

estampas de un total .

Cantidad de sobres para adquirir

Cantidad de estampas

Funcion M — 1 estampas acumuladas
h M
Fa(ko) =M(1 —e'ﬁ") M MInM
h
h —
Fa(k) = M — (M — hye D k:wﬂ MIn(M—h) +h
Cantidad de estampas acumuladas parah = 1
M 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
f1(k) 460.52 1059.66 171113 2396.59 3107.30 3838.16 4585.76 5347.69 612216 6907.76
f2(k) 460.51 1059.66 171113 2396.58 3107.30 3838.16 4585.76 5347.69 6122.15 6907.75
Cantidad de estampas acumuladas parah = 5
M 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
f1(k) 460.52 1059.66 171113 2396.59 3107.30 3838.16 4585.76 5347.69 6122.16 6907.76
f2(l) 46039 1059.60 1711.09  2396.55 3107.28 3838.14 4585.74 5347.67 612214  6907.74
Cantidad de estampas acumuladas para h = 10
M 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
fi1(k) 460.52 1059.66 171113 2396.59 3107.30 3838.16 4585.76 5347.69 612216 6907.76
f2(k) 459.98 1059.40 1710.96 2396.46 3107.20 3838.07 4585.68 5347.63 612210 6907.70
Cantidad de estampas acumuladas para h = 20
M 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
fi1(k) 460.52 1059.66 171113 2396.59 3107.30 3838.16 4585.76 5347.69 6122.16 6907.76
f2(k) 45820 1058.59 1710.44 2396.07 3106.89 3837.82 4585.46 5347.44 612193  6907.55
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Como se observa en las tablas anteriores, el hecho
de vender paquetes con estampas, todas distintas en-
tre si, para valores pequenos de , no es significativo para
la cantidad acumulada ni para la cantidad de sobres y en
la practica es casi igual que adquirir una por una al azar.

Conclusiones

Entre los coleccionistas de estampas se tiene la idea,
a priori, de que hay una o varias dificiles, es decir, que al-
gunas de ellas las imprimen en menor cantidad para di-
ficultar el llenado del album. Una de las conclusiones de
este ensayo es que no se necesita tal recurso, el azar es
suficiente para que se acumulen muchas estampas en el
proceso, lo cual implica una fuerte inversion por parte
del coleccionista.

Desde el punto de vista didactico, la modelacion del
problema proporciona una experiencia en la cual el alum-
no puede percatarse de lo siguiente:

e para un mismo problema se pueden encontrar
diferentes modelos que expliquen el fenémeno;

* los modelos deben dar resultados parecidos;

« elmodelo obtenido dependera mucho del conoci-
miento matematico de quien aborda el problema.
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